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К вопросу о профессиональной компетентности 
учителя математики

Компетентность учителя математики – понятие многоаспектное. Статья посвящена одной стороне вопроса, выражаемой тезисом: «Учитель математики должен владеть доказательным обоснованием материала, который он преподаёт». Утверждение это вряд ли встретит возражения (во всяком случае, открытые). Но связанные с этим вопросы далеко не просты. Математика обладает наибольшей возможностью приобщения к интеллектуальной культуре логического способа соединения знаний в систему. Это, однако,  не означает, что в школьном преподавании математики всё должно быть строго доказано. Доступность изложения – необходимое условие преподавания. Проблема состоит в том, что эффективно излагать материал, опуская ряд доказательств, гораздо сложнее, чем проводя формальные доказательства, и это можно делать успешно только в том случае, если учитель владеет доказательным обоснованием, видит характер трудностей того или иного сложного доказательства и при всякой возможности привлечет к этому вопросу внимание учащихся. Талантливые дети есть в каждой школе и для многих из них возникшие проблемы не проведенного доказательства могут вызвать живой интерес и стать поворотным моментом в их творческом саморазвитии.
В статье речь пойдёт о доказательном изложении теории основных элементарных функций, базирующемся на достаточно полном знании свойств действительных чисел. В книге [1] автора этой статьи изучению основных элементарных функций предшествует изложение теории действительных чисел, вводимых как бесконечные десятичные дроби. В статье сосредоточено внимание на отдельных ключевых моментах книги, связанных с преодолением трудностей доказательного изложения.
Неравенство Бернулли
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Действительно, при 
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. Допуская справедливость неравенства при натуральном значении k таком, что 
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Таким образом, конечное число шагов можно убедиться в справедливости неравенства для любого натурального значения 
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Это простое доказательство хорошо демонстрирует метод полной математической индукции, позволяющий одновременно доказывать каждое утверждение из бесконечной совокупности натурального ряда утверждений.

На неравенстве Бернулли и его следствиях в значительной степени основывается дальнейшее изложение. Например, имеет место соотношение 
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Действительно, 
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Архимедово свойство рациональных чисел утверждает, что для любых положительных чисел а и b существует натуральное число n, такое, что 
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Так как 
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, то архимедово свойство может быть выражено в следующей форме:
Для произвольных положительных рациональных чисел а и b существует натуральное число n,такое  что 
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В таком виде архимедово свойство будет использовано здесь в дальнейшем.

Название «архимедово свойство» перенесено из геометрии. Утверждение о том, что  для любых отрезков a и b существует натуральное число n, такое что n a > b, было высказано древнегреческим математиком Евдоксом. Работы самого Евдокса до нашего времени не дошли, но указанное утверждение приведено в сохранившейся работе Архимеда и потому получило название аксиомы Архимеда (иногда — аксиомы Евдокса). Для отрезков это утверждение не может быть доказано, но принимается как свойство, присущее понятию отрезка, и потому названо «аксиомой». Возможность измерения отрезков основана на аксиоме Архимеда.
Для рациональных чисел (а далее и действительных) соответствующее утверждение может быть доказано и потому носит название архимедова свойства или принципа Архимеда.
Доказательство.
Пусть 
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Неравенство 
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При 
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Представление рациональных чисел бесконечными десятичными дробями
Для достижения единообразия в представлении положительных и отрицательных рациональных чисел бесконечными десятичными дробями будем рассматривать каждое рациональное число как сумму целой и дробной частей. Например,
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В представлении рационального числа r в виде 
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– целая часть числа r, т.е. наилучшее приближение к числу r целыми числами, не превышающими его (приближение «по недостатку»), 
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 – наилучшее приближение «по недостатку» десятичными дробями с одним десятичным знаком, 
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 – десятичными дробями с двумя десятичными знаками, 
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– с n десятичными знаками. Таким образом 
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 можно рассматривать как протокол результатов последовательного приближения к числу r «по недостатку» десятичными дробями с одним, двумя и т.д. десятичными знаками. Ясно, что последовательность (
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Наряду с последовательностью (
[image: image39.wmf]n

a

) рассматривают последовательность (
[image: image40.wmf]m

a

¢

) : 
[image: image41.wmf]1

0

0

+

=

¢

a

a

; 

[image: image42.wmf]10

1

,

10

1

1

0

1

1

+

=

+

=

¢

a

a

a

a

; 

[image: image43.wmf]2

2

1

0

2

2

2

10

1

,

10

1

+

=

+

=

¢

a

a

a

a

a

; …; 

[image: image44.wmf]m

m

m

m

m

a

a

a

10

1

,

10

1

2

1

0

+

=

+

=

¢

a

a

a

K

. 
Последовательность (
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Имеет место соотношение 
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. Заметим, что соотношение 
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 справедливо и в том случае, если числа 
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 порождены формальной десятичной дробью (символом) 
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– цифры от 0 до 9), априори не связанной с каким-либо рациональным числом.
Представление рационального числа r бесконечной десятичной дробью обладает следующими свойствами:

1. Дробь необходимо является периодической, т.к. при представлении десятичной дробью дробной части рационального числа (деление «столбиком» p на q) число различных остатков не может быть больше q – 1. При повторении остатка следующие цифры должны повторяться.

2. Дробь не может иметь цифры «9» в периоде.

Доказательство.

Пусть 
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 — какой-либо остаток при делении «столбиком» p на q 
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за которым следует цифра «9». Это означает, что целая часть дроби 
[image: image56.wmf]q

p

1

10

 равна 9. 
Из представления 
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 заключаем, что следующий остаток 
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. Ясно, что число девяток, следующих подряд за остатком 
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. Существование такого натурального числа l следует из архимедова свойства рациональных чисел. Таким образом, число девяток, следующих за любым остатком, не может быть неограниченным.
3. Различным рациональным числам соответствуют не совпадающие бесконечные десятичные дроби. Отношение порядка на множестве бесконечных десятичных дробей.
Если 
[image: image68.wmf]b

a

<

 (a и b – рациональные числа) и 
[image: image69.wmf]012

,

n

aa

»aaa

KK

, 
[image: image70.wmf]K

K

n

b

b

b

b

b

2

1

0

,

~

, то либо 
[image: image71.wmf]]

[

]

[

0

0

b

b

a

a

=

<

=

, либо 
[image: image72.wmf]K

K

n

b

b

b

b

2

1

0

,

 = 
[image: image73.wmf]K

K

1

1

2

1

0

,

+

-

k

k

k

a

b

b

a

a

a

 и 
[image: image74.wmf]k

k

b

a

<

.
Отношение 
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[image: image76.wmf]n

a

¢

 и 
[image: image77.wmf]m

b

. Так, в случае 
[image: image78.wmf]01211

,

kkk

ba

-+

»aaabb

KK

 (
[image: image79.wmf]k

k

b

a

<

) имеем: 
[image: image80.wmf]k

b

a

<

. Цифры 
[image: image81.wmf]K

,

,

2

1

+

+

k

k

a

a

 не могут быть сплошь девятками. Если 
[image: image82.wmf]9()

j

jk

a<>

, то 
[image: image83.wmf]b

b

b

a

a

j

k

j

£

£

<

¢

<

. Соотношение 
[image: image84.wmf]b

b

a

a

n

n

£

<

¢

<

 справедливо при 
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1) Если 
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2) Между двумя рациональными числами можно вставить неограниченное число конечных десятичных дробей.
Важно отметить, что обоснование указанных соотношений не использует свойство периодичности бесконечных десятичных дробей, отвечающих рациональному числу, и потому эти соотношения оказываются справедливыми и в более общем случае, при рассмотрении действительных чисел. Выделенное выше курсивом используется далее при обосновании непрерывности множества действительных чисел.

4. Для каждой бесконечной периодической десятичной дроби 
[image: image91.wmf]K

K

n

a

a

a

a

2

1

0

,

 (
[image: image92.wmf]0

,

n

a

Îa

Z

– цифры от 0 до 9), без девятки в периоде, существует порождающее её рациональное число.

Общий вывод. Между множеством 
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 – рациональных чисел и множеством 
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 указанных выше бесконечных периодических десятичных дробей (без девятки в периоде) устанавливается взаимно-однозначное соответствие, указывающее на возможность отождествления: 
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Действительные числа
Естественным расширением системы рациональных чисел является допущение в качестве иррациональных чисел бесконечных непериодических десятичных дробей вида 
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 – цифры от 0 до 9. Множество рациональных чисел (периодических дробей без «9» в периоде) и введенных указанным способом иррациональных чисел вместе образуют множество действительных чисел. На множестве действительных чисел возникает отношение порядка и его следствия, перенесенные из представления рациональных чисел бесконечными десятичными дробями.
Здесь появляются сложные вопросы, которые предстоит разрешить на основе лишь свойств отношения порядка. Это определение операций над действительными числами (обычные алгоритмы сложения и умножения «столбиком» не годятся для бесконечных дробей), распространение свойств рациональных чисел на действительные и, наконец, разрешение вопросов, недоступное на множестве только рациональных чисел (существование арифметического корня, возможность измерения отрезков, определение степени с действительным показателем и т.д.).
Наводящим соображением в определении операций над действительными числами являются определенные свойства этих операций над рациональными числами, допускающие их перенесение на действительные числа. Пусть a и b рациональные числа (в случае умножения числа a, b и их приближения будем предполагать неотрицательными), 
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Здесь возникает первая основная проблема: «Всегда ли у последовательно расположенных множеств действительных чисел существует разделяющее число?» И во-вторых: «Каковы условия единственности разделяющего числа?» Положительное разрешение указанных проблем затем должно быть применено к парам множеств: 
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У последовательно расположенных множеств действительных чисел существует, по крайней мере, одно разделяющее число. Это утверждение (теорема) является одной из ряда эквивалентных формулировок свойства непрерывности множества действительных чисел (пожалуй, наиболее естественной). Множества рациональных чисел свойством непрерывности не обладают. Так, множества рациональных чисел 
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последовательно расположены, но не имеют рационального разделяющего числа (см. [1]).
Доказательство теоремы о непрерывности множества действительных чисел здесь строится следующим образом. Любой элемент множества 
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Среди целых чисел 
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Среди чисел 
[image: image159.wmf]0

m

, 0; 
[image: image160.wmf]0

m

, 1; 
[image: image161.wmf]0

m

, 2; 
[image: image162.wmf]0

m

, 3; …; 
[image: image163.wmf]0

m

, 9 выбирается наибольшее, являющееся нижней границей для 
[image: image164.wmf]}

{

y

Y

=

 (обозначим его
[image: image165.wmf]0

m

, 
[image: image166.wmf]1

m

) – это наибольшая нижняя граница среди десятичных дробей с одним десятичным знаком после запятой. Последовательно строится бесконечная десятичная дробь 
[image: image167.wmf]K

K

n

m

m

m

m

2

1

0

,

, обладающая тем свойством, что для любого 
[image: image168.wmf]()

nn

Î

N

 
[image: image169.wmf]n

n

m

m

m

m

m

K

2

1

0

,

=

 является нижней границей для 
[image: image170.wmf]}

{

y

Y

=

, а 
[image: image171.wmf]n

n

n

m

m

10

1

+

=

¢

 таковой не является. Эта дробь и окажется числом 
[image: image172.wmf]inf{}inf

myY

==

. Доказательство состоит в проверке свойств построенной бесконечной дроби.
1) Дробь 
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2) Число m является нижней границей множества Y. Если бы существовал 
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Критерием единственности разделяющего числа двух последовательно расположенных числовых множеств является существование сколь угодно близких элементов у этих множеств. Действительно, пусть 
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Преодоление трудностей обоснования свойств операций над действительными числами в значительной степени основано на почти очевидной Лемме о разделяющем числе. Пусть 
[image: image207.wmf]}

{

x

X

=

 и 
[image: image208.wmf]}

{

y

Y

=

 — последовательно расположенные множества, а 
[image: image209.wmf]}

{

u

U

=

 и 
[image: image210.wmf]}

{

v

V

=

 их подмножества (
[image: image211.wmf]X

U

Ì

, 
[image: image212.wmf]Y

V

Ì

). Если у множеств U и V разделяющее число c единственно, то и у множеств X и Y число c является единственным разделяющим числом. Действительно, если 
[image: image213.wmf]1

c

 — какое-либо разделяющее число множеств X и Y, то, поскольку 
[image: image214.wmf]X

U

Ì

и 
[image: image215.wmf]Y

V

Ì

, число 
[image: image216.wmf]1

c

 является разделяющим для множеств U и V, следовательно, 
[image: image217.wmf]1

c

 должно совпадать с числом c.
Теперь можно конкретизировать построение суммы и произведения действительных чисел. Пусть 
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. Следовательно (на основании леммы о разделяющем числе), a + b и ab есть единственные разделяющие числа множеств 
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 соответственно. Разумеется, единственность разделяющего числа еще предстоит доказать. Доказательство основано на использовании критерия единственности, архимедова свойства рациональных чисел и оценок 
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. За счет выбора достаточно больших значений n элементы множеств 
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Важно отметить, что проведенные оценки показывают, что арифметические операции над приближёнными значениями 
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Замечание. Иногда сумму 
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 соответственно. Это, разумеется, не приводит к ошибке, но путь это тупиковый, так как создаёт труднопреодолимые преграды в доказательствах свойств арифметических операций над действительными числами, а, следовательно, в переносе свойств рациональных чисел на действительные. Во всяком случае, всюду, где автор встречал такое определение операций сложения и умножения действительных чисел, доказательства свойств этих операций не приводились. Использование более широкого определения вместе с леммой о разделяющем числе легко решает возникающие проблемы.
Докажем, к примеру, сочетательное свойство умножения: 
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. Внутренние круглые скобки сняты, так как сочетательное свойство для рациональных чисел имеет место. Аналогично устанавливается, что и 
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Докажем, что единственное разделяющее число множеств 
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Произведение 
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. Следовательно, достаточно проверить, что разделяющее число множеств 
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 единственно и что «1» является таким числом. Последнее очевидно, так как 
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Читателю предлагается проверить, что если 
[image: image291.wmf]K

2

1

0

,

a

a

a

a

=

 — не конечная десятичная дробь, то 
[image: image292.wmf]012

,,

n

abb

-==bbb

KK

 где 
[image: image293.wmf]1

0

0

-

-

=

a

b

, 
[image: image294.wmf]9()

nn

n

b=-aÎ

N

, т.е. доказать, что 
[image: image295.wmf]0

=

+

b

a

.
В книге [1] после изучения действительных чисел рассматривается вопрос об измерении отрезков и устанавливается взаимно-однозначное соответствие между множествами действительных чисел и точек координатной прямой.

Арифметический корень
Вопрос о существовании и единственности арифметического корня 
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 естественно рассмотреть при изучении свойств степенной функции с натуральным показателем на множестве неотрицательных действительных чисел – функции 
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В силу неограниченности функции 
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 и т. д. В итоге окажется, что построенная таким образом бесконечная десятичная дробь и является корнем уравнения 
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Множества 
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, связанные с построенной бесконечной дробью, последовательно расположены и имеют единственное разделяющее число (обозначим его x), так как 
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 число b также является разделяющим для множеств 
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Осталось только проверить, что 
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Итак, существование арифметического корня 
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Степень с действительным показателем
Понятие арифметического корня лежит в основании определения степени с рациональным показателем: 
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 степень с рациональным показателем определена при произвольном значении r и обладает рядом свойств, из которых напомним, так сказать, не находящиеся «на слуху» свойства, выражаемые неравенствами: 
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Если в выражении 
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Величину 
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Лемма о разделяющем числе позволяет свести вопрос к доказательству единственности разделяющего числа множеств  
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 Последнее проводится на основе следствий неравенства Бернулли: 
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Эти неравенства получают следующим образом: 
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откуда получаем: 
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 (в этом случае 
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Имеем: 
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После введения степени с действительным показателем обосновывается перенос свойств степеней с рациональными показателями на степени с действительными показателями, вводится показательная функция 
[image: image414.wmf]x

a

x

f

=

)

(

 на множестве действительных чисел, множеством значений которой является бесконечный промежуток (
[image: image415.wmf]0;
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).
Длина дуги окружности
Длина дуги окружности (обозначим её l ) может быть определена как единственное разделяющее число множеств длин вписанных и описанных ломаных в эту дугу. Дроблению дуги окружности на части соответствуют определенные вписанная и описанная ломаные: концы дуги и точки дробления являются концами и вершинами вписанной ломаной, а для описанной ломаной эти точки являются концами и точками касания.
Используем обозначения 
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 и 
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 для длин вписанной и описанной ломаных, отвечающих некоторому определенному дроблению дуги окружности; 
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 – соответствующие длины ломаных после дополнительного дробления всех частичных дуг пополам; 
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) – длины ломаных после k-кратного дробления частичных дуг пополам. Множества 
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 являются подмножествами множеств длин всех вписанных и описанных ломаных. Единственность разделяющего числа множеств 
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 следует из оценки 
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(*)
(доказательство см. в [1]). На основе леммы о разделяющем числе, длина окружности – l, есть единственное разделяющее число – этих множеств.
Выражение длины дуги окружности через предел последовательности, обоснование свойства аддитивности длины, введение радианной меры угла базируются на оценке (*). Далее устанавливается взаимно-однозначное соответствие между множествами действительных чисел и углов поворота. Тогда каждому действительному числу отвечает определенная точка на тригонометрической окружности, абсцисса и ордината которой являются соответствующими значениями косинуса и синуса. Таков путь введения тригонометрических функций числового аргумента на геометрической основе.

По первоначальному замыслу книга [1] должна была основательно знакомить с понятием действительного числа, свойствами действительных чисел и на этой основе дать определения основных элементарных функций с обоснованием их основных свойств (с обязательным включением характеристик: монотонности, множества значений, схемы графиков). Расширение первоначально намеченного содержания книги связано со следующим обстоятельством. Приводимые в школьных учебниках графики основных элементарных функций визуально содержат дополнительную информацию, которую не предполагалось обосновывать, когда книга задумывалась: асимптоты, возможность проведения касательной, выпуклость графиков функций (не в локальном смысле – точки графика функции расположены ниже или выше хорды). Возникло желание восполнить этот пробел. Строгое обоснование указанных свойств основных элементарных функций потребовало рассмотрения понятия предела и непрерывности функции, понятия производной.
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